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Prova de Geometria Computacional ​– 29/05/2003

Duração: 2 horas

Permitida a consulta a uma folha de anotações. O resultado de qualquer item, mesmo não resolvido, pode ser utilizado nos demais. Justifique todas as suas respostas. Todos os itens têm o mesmo valor.

1.  Seja S um conjunto de n pontos no plano.  Suponha que se sabe que o fecho convexo de S é um triângulo, mas não se conhecem os três vértices.

(a) Descreva um algoritmo simples que calcule o fecho convexo de S em tempo O(n).
(b) É possível obter um algoritmo mais rápido que O(n) ?
2.  Seja S um conjunto de n pontos no plano.  O grafo de Gabriel de S, denotado por GG(S), é definido pelos pares de pontos pq de S tal que o círculo de diâmetro pq não contém nenhum outro ponto de S (no interior ou na fronteira).

(a) A partir da definição acima, descreva um algoritmo simples de força bruta para encontrar GG(S).  Qual a complexidade desse algoritmo?

(b) Mostre que GG(S) está contido no diagrama de Delaunay de S.  Use esse resultado para descrever um algoritmo para GG(S) que seja mais eficiente do que o algoritmo de (a).  Qual a complexidade do novo algoritmo?

(c) Seja pq uma aresta de Del(S) e sejam u e v os pontos de S tal que pqu e pqv são os triângulos de Del(S) adjacentes a pq.  Mostre que pq é uma aresta de Gabriel se e somente se u e v estão ambos fora do círculo de diâmetro pq. (Assuma que Del(S) é uma triangulação e desconsidere v quando pq for adjacente a somente um triângulo de Del(S).)  Use esse resultado para descrever um algoritmo que seja ainda mais eficiente do que o algoritmo de (b).  Qual a complexidade do novo algoritmo?

(d) Obtenha um limite inferior não trivial para o problema de calcular GG(S). O que se pode concluir sobre a otimalidade dos três algoritmos acima?

(e) Mostre um exemplo no qual GG(S) = Del(S) e um exemplo no qual GG(S) ≠ Del(S).  É possível que GG(S) seja desconexo?

3.  Sejam x0, x1, ..., xn números reais dados em ordem crescente e considere o conjunto de pontos S = {p0, p1, ..., pn}, onde pi = (xi,0).  Vimos em sala que nesse caso o diagrama de Voronoi de S é definido por n retas verticais.  Considere os pontos (v1,0), ..., (vn,0) nos quais essas retas cruzam o eixo x e seja V = {v1, ..., vn}.  É fácil descrever V em termos de S.  Vamos estudar o problema inverso: dado V, encontrar S.  Em outras palavras, dadas n retas verticais, queremos encontrar, se for possível, um conjunto S de pontos tal que o diagrama de Voronoi de S seja definido pelas retas verticais dadas.

(a) Encontre um S para V = {0,5,10,12}.  Existe mais de um S possível?
(b) Mostre que não existe nenhum S para V = {0,3,10,12}.
(c) Sob que condições sobre o número real v existe S para V = {0,v,10,12}?
(d) [Opcional, valendo 2 pontos extras] Voce sabe fazer o caso geral?

