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Resumo

H. Poincaré em [Poi91] considerou a seguinte questao: ¢ possivel limitar o grau
das curvas C deixadas invariantes por um campo de vetores X sobre IP%? Mostra-
remos que em geral a resposta é ndo e apresentaremos a prova dada por E. Esteves
em [Est00] do seguinte teorema: Se V' C P¢ é uma hipersuperficie suave de grau d
invariante por um campo vetorial X nao nulo sobre P de grau m, entao d < m+1.
Além disso daremos exemplos do porqué esse teorema falha se tirarmos a hipotese

de suavidade ou codimensao 1.

1 Introducao

Denotando por C o corpo dos nimeros complexos e por P" o espaco projetivo de
dimensao n sobre C abordaremos a questdo levantada por H. Poincaré em [Poi9l|: &
possivel limitar o grau das curvas planas C' deixadas invariantes por um campo de vetores
X sobre P2? Tal limitante é procurado em termos do finico invariante do campo, o grau.
Veremos que em geral a resposta ¢ nao.

Digamos que deg(X) = m e deg(C) = d. Durante os anos foram obtidos limitantes
para d em termos de m impondo alguma condi¢ao sobre o campo ou sobre a curva. Por
exemplo, se as singularidades de X sao nao dicriticas, entao M. Carnicer mostrou em

[Car94] que d < m + 2. Se as singularidades de C' sdo no maximo nos ordinarios, entao



D. Cerveau e A. Lins Neto mostraram em [CN91]. Se C' tem singularidades piores ou X é
dicritico, as desigualdades acima nao valem. Para esses casos, desigualdades mais fracas
foram encontradas por A. Campillo e M. Carnicer em [CC97].

Também abordaremos a questao que generaliza a de Poincaré: é possivel limitar o grau
das variedades V deixadas invariantes por um campo de vetores X sobre P"?7 Veremos
que em geral a resposta também é nao. Mas também foram encontrados limitantes sob
certas condicoes. Por exemplo, se V' é uma hipersuperficie invariante por um campo de
grau m, M. Soares mostrou em [S0a97| que se V' é suave e tem grau d , entdao d < m + 1,
enquanto que M. Brunella e L.G. Mendes mostraram em [BM00] que se deg(V) < m +n,
entao V' tem no maximo singularidades “normal-crossing”.

Quando uma curva C' C P" é uma intersecao completa de hipersuperficies de graus
di,...,d,—1 e invariante por um campo X de grau m, M. Soares mostrou em [Soa00|
que quando C' é suave, entao »  d; < m +n — 1, enquanto que Campillo, Carnicer e J.
Garcia mostraram em [CCGAIF00] que quando C' tem no maximo noés ordinarios como
singularidades, entdo Y d; < m + n.

Assim como M. Soares, E. Esteves em |[Est00] também mostrou que quando uma
hipersuperficie V', suave e de grau d, é invariante por um campo de grau m, entao d <
m + 1, veja teorema 2 na pag. 22. Mas a prova Esteves é algébrica e segundo ele mesmo
tal prova se deve a uma observacao por O. Zariski que foi publicada por J. Lipman em
|Lip65]. Além disso seu trabalho da uma caracterizagdo dos campos em P™ que deixam
uma hipersuperficie suave invariante, veja teorema 1 na pag. 22. Tal prova se utiliza
de muitos resultados técnicos de Algebra Comutativa que nio sio apresentados em seu
trabalho.

Nosso objetivo é entender a prova dada por Esteves e tal caracterizacao. Para isso
apresentaremos as definicoes e resultados de Algebra Comutativa (localizagao, sequéncia
regular, dimensao de Krull, etc) e Geometria Algébrica (variedades afim e projetiva e sua
dimensao, topologia de Zariski, etc ) necessarios e faremos toda a construcao da teoria
de campos de vetores sobre P e explicaremos o que significa um tal campo deixar uma
variedade dentro de P" invariante. Além disso daremos exemplos do porqué esse teorema

falha se tirarmos a hipotese de suavidade ou codimensao 1.



2  Um pouco de Algebra Comutativa

No que segue R denota um anel e M um R-moédulo. As trés ultimas proposicoes sao

essenciais para entendermos a prova apresentada por Esteves.

Definicao 1. Um sistema multiplicativo S de R é um subconjunto de R tal que:
i)lesS;

ii) v,y e S =uaxy € S.
Exemplo 1. Se ) é um ideal primo de R, entao S := R\ p é um sistema multiplicativo.

Definicao 2. Seja S um sistema multiplicativo de R, entao a localizacao de R com relagao
a S € definida por
a
Rg := {g;ae R,se S}/ ~

onde

b
%NZ(:)EIUES;(at—bS)u:O

Quando p for um ideal primo de R denotaremos por R) a localizagao de R com relagdao

aS=R\)

Proposicao 1. Temos que:
i)~ defini uma relagao de equivaléncia;

ii)Rs € um anel definindo:

i4i) O mapa

€ um homomorfismo de anéis.

iv) Todos os ideais de Rg sao da forma IRg onde I é um ideal de R (disso seque que se
R ¢é noetheriano, entao Rg também €);

v) Cada ideal prz’moz de Rs € da forma pRs com b um ideal primo de R disjunto de S
(tomamos p = 30_1@), e contrariamente, pRg é um ideal primo de Rg para cada tal p.

vi)Se p € Spec(R), entdo (Rp, pRy) é um anel local, isto é, um anel que s tem um ideal



mazximal..

vii)Se S denota a imagem de S em R/I, entdo
Rs/IRs = (R/1)3
Demonstracao. Veja no livro de H. Matsumura [Mat86|, pag. 22 e 23. Il

Definicao 3. Temos que:

i)Spec(R) denota o conjunto dos ideais primos p de R;

ii) Para m € M, Ann(m) := {r € R;rm = 0} é chamado o anulador de m. Ann(M) :=
{r € Ryrm =0,Ym € M} € chamado o anulador de M. Os dois sao ideais de R;

iii) Ass(M) := {p € Spec(R); b = Ann(m),m € M} é chamado de conjunto dos ideais
primos associados a M ;

iv)Seja r € R. Se existe 0 # m € M talque rm = 0, entdo dizemos que r € um divisor
de zero de M. Caso contrario dizemos que v é um nao diwisor de zero de M ou que ele é

M -regular. Denotaremos por DZ(M) o conjunto dos divisores de zero de M.

Observacao 1. Segue diretamente dessas definigcoes que:

i)Seja ¢ : M — N um isomorfismo de R-mddulos e n = p(m), entao Ann(n) = Ann(m)
e portanto Ass(M) = Ass(N);

ii)Se N € um submddulo de M, entdo Ass(N) C Ass(M).

A partir de agora assumiremos que R é noetheriano e que M ¢é finitamente gerado,
tais hipoteses nao sao necessarias para todos os resultados que virdao, faremos isso apenas
por comodidade e porque é o caso que precisamos. (Para mais detalhes veja o livro de E.

Kunz [Kun85| pag. 176).
Lema 1. V) € Spec(R), Ass (R/p) = {p}. Além disso, VO #m € R/p, Ann(m) = ).

Demonstracio. Tome m = r +b;r ¢ b. E claro que b € Ann(m). Se s € R e sm = 0,
entao sr € p, logo s € p. ]

Lema 2. Seja N um submddulo de M, entio Ass(N) C Ass(M) C Ass(N)UAss(M/N).

Demonstra¢ao. S6 temos que provar a segunda inclusdo. Seja b € Ass(M) \ Ass(N).
Entao b = Ann(m) tal que m + N # N. Vamos provar que b = Ann(m + N). Como
bm =0, entdo b C Ann(m + N). Por outro lado, tome r € Ann(m + N), entdo rm € N.

Serm # 0, Rm NN # (0). Assim N teria um submddulo isomorfo a um submodulo nao
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nulo de R/p. Pelo Lema 1 e pela Obs. 1, b € Ass(N) o que contradiz nossa hipotese.

Assim rm = 0 e portanto r € b. n
Proposicao 2. Se M # (0), entao Ass(M) # .

Demonstracao. Seja C = {Ann(m);0 # m € M}. Como Ann(m) = R < m =0 e
M # (0), entdo C' é uma familia propria e ndo vazia de ideais de R. Como R é noetheriano
segue C' tem um elemento maximal p. Vamos mostrar que b é primo. Digamos que
b = Ann(m’) e sejam a,b € R tais que b ¢ b e ab € b. Entao b C Ann(bm') € C. Pela

maximalidade de b temos que p = Ann(bm'). Como abm’ = 0, segue que a € b. O
Proposigdo 3. DZ(M) = Upc assr) P

Demonstragio. Claro que DZ(M) 2 Upeagsary b- Se existe r € R e 0% m € M tal que
rm = 0, como Rm # (0), pela Prop. 2 temos que Ass(Rm) # 0. Seja b € Ass(Rm) C

Ass(M). Entao b = Ann(r'm) e como rm = 0, segue que r € b. O
Proposicao 4. Existe uma cadeia de submdodulos

M =My 2 M 2.2 M= (0)
tal que para 0 < i < k—1, M;/M;11 = R/p; com p;, € Spec(R).

Demonstra¢ao. Se M = (0), ok. Se ndo tomemos C' a cole¢ao de submddulos de M para
0s quais vale a proposicdo. C # () e como M é Noetherian podemos, analogamente a
prova da Prop. 2, garantir que C' contem um elemento maximal N. Se N # M, entao
M/N # (0). Pela Prop. 2 existe b = Ann(m) € Ass(M/N). Assim b = Rm. Se
7 : M — M/N é o mapa canonico, entao N’ := 7w~ !(Rm) ¢ um submodulo de M que
contem propriamente N. Além disso, N'/N = Rm = R/D e isso contraria a maximalidade

de N. Portanto M = N. O

Lema 3. Seja I C R um ideal tal que I C p, U...U b, onde cada p;, € Spec(R). Entio

I C p; para algum i.

Demonstracao. Facamos inducao sobre k. Se k = 1, ok. Suponhamos que o resultado
vale para k — 1. Se para algum ¢ tivermos que I C b, U ... U E U ... U by, acabou. Caso
contrario, para cada i, existe a; € I que s6 estd em b,. Definindo a = Zle ay...a;...a,
teremos que a estd em algum b;, assim a;...a;...a,, € b,. Logo, para algum i # j, teremos

que a; € p;. Contradicao. Il



Proposicao 5. Temos que:
i)Ass(M) € finito;
ii) Seja I C R um ideal tal que I C DZ(M), entao existe 0 #m € M tal que Im = (0).

Demonstracao. i)

Pela Prop. 4 M = My 2 My 2 ... D My = (0)epara0 < i< k—1, M;/M;1 = R/b;
com b, € Spec(R).

Pelo Lema 2, Ass(M) C Ass(My) U Ass(M/My).

Pelo Lema 1 e Obs. 1, Ass(M/M;) = {b,}

Pelo Lema 2, Ass(M;) C Ass(Msy) U Ass(M;/Ms).

Pelo Lema 1 e Obs. 1, Ass(M;/Ms) = {b,}. E assim sucessivamente. Portanto Ass(M) C
(bor b} n

Demonstracao. ii)
Pela Prop. 3 e pelo item anterior, I C DZ(M) = {by,...,b;}. Pelo Lema 3, I C b, =
Ann(m),0 #m € M. O

Definigao 4. Diremos que uma sequéncia {ay, ..., a,} de elementos de R € uma sequéncia
M -regular se valem duas condigoes:

i)(ar, ..., an)M # M;

ii)Para i = 1,...n — 1, a; € nao diwvisor de zero de M; = M/(ay,...,a;_1)M. (Obs.
My =M)

Exemplo 2. Se R = Clty, ..., t,], entao {t1,...,t,} é uma sequéncia R-reqular pois para

i=1,...,n, R :== R/(t1,...,t;_1)R é um dominio.

Seja I um ideal de R tal que IM # M. Para qualquer sequéncia {aq, ..., a, },M-
regular, temos por defini¢do que (a)M & (ay,a2)M & ... & (aq,...,a,)M & M. Como
M é Noetherian segue que qualquer sequéncia {ay,...,a,} C I que é M-regular pode ser
estendida a uma tal sequéncia mazimal, isto é, uma sequéncia {ay,...,ar} C I com k > n

que é M-regular e tal que I C DZ(M/(aq, ..., a;)M).

Exemplo 3. Se R = Cl[ty,...,t,], entdo {t1,...,t,} € uma sequéncia R-regular mazximal

em I = (ty,...,t,).

Lema 4. Se {a,b} é uma sequéncia M-reqular e b ¢ DZ (M), entdo {b,a} também é uma

sequéncia M -regular



Demonstracao. b ¢ DZ(M), entdo s6 temos que mostrar que a ¢ DZ(M/bM). Supo-
nhamos que am = bm' com m,m' € M. Como b ¢ DZ(M/aM), entdo m' = am” e assim

am = bam”. Como a ¢ DZ(M), entdo m = bm”. O

Proposicao 6. Quaisquer duas sequéncias M-requlares maximais em [ tem o mesmo

numero de elementos.

Demonstracao. Suponhamos que a sequéncia regular em [ mais curta tem n elementos.
Facamos inducao sobre n.

Sen =0, entdo I C DZ(M) e nao ha o que fazer.

Se n > 0, sejam {aq, ..., a,} uma sequéncia regular maximal em I e {by,...,b,}
uma sequéncia regular em I. Vamos mostar que {by,...,b,} é maximal, isto é, I C
DZ(M/(by,...,b,) M).

Sen =1, entdo I C DZ(M/a;M). Pela Prop. 5 existe m € M \ a; M tal que
Im C a;M. Em particular bym = aym/, m’ € M. Além disso m’ ¢ by M pois caso
contrario, usando o fato que by ¢ DZ (M), teriamos que m € agM o que ¢ absurdo.
Assim temos a;Im’ = byIm C a;byM, como a; ¢ DZ(M), entdao Im' C by M. Logo
[ C DZ(M/bM).

Suponhamos que n > 1. Sejam M; = M/(ay, ...,a;—1)M e M = M/(by,...,b;—1) M
onde 1 < i < n. Do fato que {ay,...,a,_1} € {b1,...,b,_1} sdo M-regulares e pelas Prop.
3 e 5 e pelo Lema 3 existe ¢ € I\ U, ¢, (DZ(M;) U DZ(M])). Assim {ay, ..., an-1,c}
e {b1,...,b,_1,c} sdo sequéncias M-regulares em I sendo que a primeira é maximal pela
aplicacao do caso n = 1 ao mo6dulo M,,. Aplicando repetidamente o Lema 4 temos que
{c,a1,...,an_1} e {c,by,...,bp_1} s@0 sequéncias M-regulares em [ e a primera é maximal.
Como {ay,....,an,_1} e {b1,...,b,_1} sdo sequéncias M /cM-regulares em I e a primera é
maximal temos por hipotese de indugao que a segunda também é. Portanto {by, ..., b,_1, ¢}
¢ M-regular maximal e aplicando o caso n = 1 a M/, temos que {by,...,b,} & M-regular

maximal em [I. O

Definicao 5. Seja I C R um ideal tal que IM # M, entao chamaremos o numero de
elementos de uma sequéncia M -reqular mazimal em I de profundidade de M em I e o
denotaremos por d(I, M). Em particular, se R é local com ideal mazimal 1 denotaremos

por d(M) o valor d(n, M) e o chamaremos de profundidade de M.



Observacao 2. Segue diretamente da Prop. 6 que para qualquer sequéncia {ay,...,a;} C

I, M-regular, temos que d(I, M/(ay,...,a;)M) = d(I, M) —i.

Lema 5. Lema de Nakayama: seja (R,n) um anel local Noetherian e M um R-mddulo

finitamente gerado tal que M = nM, entao M = (0)
Demonstrag¢ao. Veja no livro de Q. Liu, pag. 9. Il

Proposicao 7. Seja (R,n) um anel local noetheriano e M # 0 um R-mddulo finitamente
gerado, entao

Demonstra¢ao. Fagamos indugao sobre n = d(M).
Se n =0, ok.
Vamos assimir que existe a € n\ DZ(M) e que a proposi¢ao é para modulos com

profundidade n — 1. Pela Obs. 2, d(M/aM) = d(M) — 1, entao

d(M) —1=d(M/aM) < Minpecass(mjam) {dimR/b’}
Assim basta mostrarmos que

Minyeass(m/arny {dimR/P’} < Minpeass(my {dimR/b}

Para isso vamos mostrar que para cada b € Ass(M) existe p° € Ass(M/aM) tal que
b C b’ pois assim teremos que dimR/p’ < dimR/b.

Para b € Ass(M) temos que a ¢ b. Como para qualquer b’ € Ass(M/aM) temos
que a € p’, entdo nunca podemos ter p = p’. Vamos tentar encontrar um submoédulo U #
(0) de M/aM tal que bU = (0), pois com isso deve existir b’ € Ass(U) C Ass(M/aM) e
consequentemente b C b’

N = {m € M;pm C aM} é um submodulo de M diferente de (0) pois ele
contem N’ := {m € M;pm = (0)} e b € Ass(M), assim N’ # (0). N/aM é submodulo
de M/aM e bN/aM = (0). Devemos ter N/aM # (0). Suponha que N = aM. Assim, em
particular, para todo m’ € N’ temos m’ = am, m € M. Como pm’' = (0) = pam = (0)
ea ¢ DZ(M) temos que bm = (0) e assim m € N’. Dessa forma N’ = aN’. Como
a € n, pelo Lema de Nakayama temos N’ = (0), absurdo. Assim N ## aM e definindo
U := N/aM temos o submoédulo # (0) de M/aM desejado. O



Fixemos ayg, ...,a, € Ronde n > 1 e R é¢ um anel qualquer. Para cada 1 <[ < n
consideremos R'*! como o R-moédulo livre como base canonica {e, ..., ¢;} e vamos definir
0 2-ésimo produto exterior de R, representado por A R, como o R-médulo livre de
dimensao (}) com base

Bl:{el/\e],()<2<]<n}

Vamos também definir os seguintes mapas R-lineares:

R /\2 R RIHL Uy R+ S R
e \ej— aje; — ae; (70, ey 1) Zizo ria; .

E facil verificar que 1, o ¢, = 0, isto é, Im(p;) C Ker(sy) para 1 < I < n. Os
R-mo6dulos e mapas acima sao uma parte do chamado complexo de Koszul associado a
{aog, ..., an }, para mais informacoes sobre isso veja [Mat86] pag. 127 e 128 onde é provado
que uma sequéncia {ag,...,a,} é R-regular se, e somente se, seu complexo de Koszul

associado é exato. Mas nos nao percisamos de tanto. Vamos mostar apenas que:

Proposicao 8. Se {ay,...,a,} uma sequéncia R-regular, entdo Im(p;) = Ker(¢;) para

1<l <n.

Demonstra¢ao. Fagamos indugao sobre [. Como ja foi observado acima I'm(¢;) C Ker(i;)
para 1 < [ < n, assim s6 precisamos mostrar que Im(y;) 2 Ker(y;) para 1 <1l < n. O

mais importante ¢ darmos uma boa cara para Im(y;).

Im(tpl) = Z TZ'J'(CL]'GZ' — Cli€j); 7“7;,]' c R

0<i<j<n
Tomando um elemento da imagem temos
Z rij(aje; — aie;) = (ropar + ro2a + ... + 1o pnn)e0+
0<i<j<n

—|—(—7”0716L0 + TLQCLQ 4+ ...+ rl’nan)el + (_TO’QCLO — 7"172(11 + 7"273@3... + rg’nan)eg + ...
.t (_TO,nao + a1 + ...+ Tn—l,nan—l)en

Assim
E—1 !
Im(p)) = {(yo, ooy Yk ey Y1) € Ry, = Z—T’i,kai + Z Tk,jaj} (1)
i=0 j=k+1
onde cada r; ; € R e entendemos que Zf:_ol —riga; =0sek=0e Z§'=k+1 rja; = 0 se

k=1



Quando [ = 1 temos que Im(p;) = {r(ay, —ap);r € R}.

(po,p1) € Ker(yr) = poao + pra1 = 0 = pra; = —poao

como {ag, a;} ¢ R-regular, entdo p; = —rg1ape substituindo na equacdo anterior temos

—Tp10001 = —PoGo = Po = Toa1a1 = (Po,p1) = roa(ar, —ap)

Suponhamos que o resultado vale para [ =n — 1.

Para [ = n temos que

(Poy -, Pn) € Ker(vy) = poag + .. + pnan = 0 = ppa, = —poao — ... — Pp_1an-1

Como {ay, ...,a,} ¢ R-regular, entdo p, = —rg,ap — ... — "h—1,0n—1 € substituindo na

equacao anterior temos

(pO - TO,nan)ao + ...+ (pn—l - Tn—l,na'n)an—l =0

Assim (pg — TonGny -y Dne1 — Tne1.nln) € Ker(n,_1) = Im(pn—1). Por (1) temos para

0<k<n—1que

P — TknlGp = § —TikQ; + E Tk,j4j

j=k+1
k-1 -1 <
sendo que ) ;7 —rixa; = 0se k =0e > 77, 10, = 0se k =n— 1. Pela expressao

que encontramos para p, temos que 1, , = 0 e assim para 0 <k < n
k—1 n
Pr = Z —Tika; + Z Tk,j0j
i=0 j=k+1
Novamente por (1) segue que (po, ..., pn) € Im(py,). O

Defini¢ao 6. A dimensdo de Krull de um anel R é definida por dim(R) = sup{n; py

.. C b, C R}, onde cada p; da sequéncia é um ideal primo.

Exemplo 4. Se R = Clty, ..., t,], entdo dim(R) = n.

3 Um pouco de Geometria Algébrica

Até o fim desse trabalho: P™ denota o espaco projetivo de dimensao n sobre o copo

dos complexos C e denotaremos seus pontos por t = (to: -+~ : t,); R = Clt,,...,t,] e R(m)

8F
123

¢ o conjunto dos elementos de R que sdo homogéneos de grau m; para F' € R, 0;F =
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Como C é um corpo, todos os ideais de R sao finitamente gerados. Diremos que um
ideal I € R é homogéneo quando ele puder ser gerado por elementos homogéneos de R.

Para este tipo de ideal faz sentido definirmos
Z(I)={teP" F(t) =0,VF € R}

que chamaremos de lugar dos zeros de Iem P". De fatose I = (Fy,--- , Fy), entao Z(I) =
{t € P*; F;(t) = 0,Vi}. Chamaremos esse tipo de subconjunto de P" de algébrico. P" é
um espaco topologico declarando que os fechados sao os subconjuntos algébricos. Por
outro lado, dado V' C P" chamaremos de /(V') o ideal de R gerado por todos os elementos
homogéneos de R que sao identicamente nulos sobre V.

Dado um ideal I € R definimos o radical de I, \/I, como o subconjunto de R formado
pelos elementos F tal que para algum n € N, F™ € I. De fato isso /I é um ideal de R e

homogéneo quando I for. Quando /I = I dizemos que I é um ideal radical.
Proposicao 9. (Teorema dos Zeros Projetivo) I{ Z(1)) = /1 a ndo ser que I = (to,- -+ ,ty,).
Demonstracao. Veja [Mum99|, pag. 8. [

A partir de agora chamaremos os fechados de P" de Variedades Projetivas. Se V. C P"
¢ uma variedade tal que I(V)) = (F'), onde F' € R(d) \ {0}, d > 0, entao dizemos que V' &
uma hipersuperficie de grau d.

Uma variedade projetiva V' C P" é dita wrredutivel se ela nao pode ser escrita como
uniao de subvariedades, caso contrario ela é dita redutivel. Quando [ e J sao ideais de
R homogeéneos e I C J, entdo ¢é facil ver que Z(J) C Z(I) e usando o fato que R é
noetheriano e por isso nao admite cadeias ascendentes infinitas de ideais segue que em
P™ nao existem cadeias descencentes infinitas de fechados e por isso é possivel provar que
qualquer variedade V' C P™ ¢ uma uniao finita de fechados irredutiveis V =V, U ... UV}
ese Vi € V; para i # j entdo esses fechados sio tnicos e chamados de componentes

irredutiveis de V. (Para uma prova disse veja [Kun85|, pag. 13)

Definicao 7. Seja V' uma variedade irredutivel em P™ e I(V) o seu ideal associado.
Definimos dim(V) := dim(R/I(V)) como a dimensao de V. Se V € redutivel e tem

componentes Vi, ..., Vs, entao definimos dim(V') := maxigi<s{dim(V;)}.

Proposicao 10. Deve-se a Krull os sequintes resultados:

i) Se V. C P" ¢ uma variedade irredutivel de dimensao d e H é uma hipersuperficie tal que
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VNH#0 eV ¢ H, entio cada componente irredutivel de V.0 H em P" tem dimensao
d—1.
ii) Sejam Fi, ..., F, € R homogéneos, entio cada componente irredutivel de Z(Fi, ..., F})

tem dimensao pelo menos n — r.
Demonstracao. Veja |[Kun85|, pag. 132. O

Definicao 8. Seja V' C P" uma variedade projetiva tal que (V') = (Fy,--- , Fy) onde 0s
F;’s sao polinomios homogéneos. Para v € V definimos o Espaco Tangente a V em v

como
T,V =2 (Z O Fy (V) ..., Z&Fs(v)ti)

Por definicao isso € uma variedade projetiva.

Para qualquer variedade projetiva V' e para qualquer ponto v € V' temos que dimV <
dimT,V (veja [Sha94| pag. 93). Quando vale a igualdade dizemos que V ¢ suave no
ponto v, caso contrario dizemos que v é uma singularidade de V. Quando V for suave
em todos os seus pontos dizemos que V € suave. O caso que mais nos interessa nesse
trabalho é quando I(V)) = (F'), onde F' € R(d) \ {0}, d > 0. Para este caso ja sabemos
por Krull que dimV = n — 1, entao temos que mostrar que dim7T,V > n — 1. Como
T,V = {t € P (VF(v),t) = 0} = Z(>_,0:F(v)t;), pelo teorema dos zeros projetivo,
(T, V) = /O, 0 F(v)t;) = (O, 0:F(v)t;). Se 0;F(v) = 0,Yi, entao T,V = P" que tem
dimensao n, caso contrario, T,V é uma hipersuperficie e portanto tem dimensao n — 1.

Além disso, pela formula de Euler dF =), ¢,0,F, entdo podemos concluir que

Proposicao 11. Seja V' C P" uma variedade projetiva tal que I(V)=(F), onde F €
R(d) \ {0}, d > 0, entao

i)YveV,veT,V pois (VF(v),v) =dF(v) =0;

i) Z(OoF,--- ,0,F) CZ(F);

iii) Se V' é suave, entao Z(OyF,--- 0, F) = &.

4 Campos vetoriais sobre P" e a questao de H. Poincaré

Definicao 9. Um campo vetorial poninomial ou simplesmente um campo vetorial sobre
C™ ¢ um mapa

w = (G, ...,Gy) : C"1 — C"*!
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2= (20, e, 2n) = w(2) = (Go(2), ..., Gn(2))

onde para todo i, G; € R. Se além disso para todo i, G; € R(m), dizemos que w € um

campo vetorial homogéneo de grau m.

Denotaremos por CV o conjunto dos campos vetoriais sobre C"™! e por C'V(m) o
subconjunto de C'V formado pelos campos vetoriais homogéneos de grau m. C'V tem uma
estrutura natural de C-espago vetorial definindo para cada z € C e w = (G, ..., G,) € CV
o campo zw := (2Gy, ..., 2Gy,).

Dados Gy, ..., G,, € R podemos construir uma deriva¢ao C-linear sobre R, isto ¢, um
homomorfismo de grupo .

Z G;0; : R— R
i=0

1=0

tal que para quaisquer Fi, Fy € Re z € C:
1) Gioy) (FiFy) = Fi(D GioiFy) + Fy(D 1, Gi0:F) (regra de Leibniz) ;
i) (30, Gioy)(2F1) = (> Gi0;F1) (C-linearidade).
(Obs. Para mais informagoes sobre derivacao veja [Eis95|, pag. 385).
O conjunto D := {>_" ,G;0;;G; € R} formado por todas as derivagoes como acima
também tem uma estrutura natural de C-espaco vetorial definindo para cada z € C e

Yoi o Gi0; € D aderivacio 2y . G0 =Y 1 2G;0;.
Proposicao 12. CV e D sdo espagos vetoriais isomorfos.

Demonstracao. O mapa

0:CV —= D

w=(Go, .., Gp) = Y _ Gi0;

i=0
é claramente um homomorfismo de grupos C-linear sobrejetivo. Se w = (G, ...,G,) e
o(w) = 0, entdo > G;0;F = 0 para todo F € R. Em particular, tomando F = t;

teremos que G; = >~ G;0;t; = 0 para j = 1,...,n. Logo w = 0. n

A partir de agora também chamaremos os elementos de D de campos vetoriais sobre
C™! e de D(m) a imagem pelo mapa ¢ de CV(m), isto é, D(m) = {>_1,G:0;; G; €
R(m)}.
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Um campo vetorial interessante ¢ o de Euler, E := %"  ;0;. Para cada m € N, seja
ER(m—1):={>"" ,Ft;0;; F € R(m —1)}. Temos que E(m) é um C-subespaco vetorial
de D(m), entao faz sentido falar no quociente.

D(m)
E(m)

grau m sobre P". Representaremos um tal campo por X e diremos que ele é induzido por

Definicao 10. Diremos que € o conjunto dos campos vetoriais homogéneos de

w= Z?:o G;0; quando este estiver na classe X.

Essa definicao reside em dois fatos:
i) diferente do caso afim, para que um mapa polinomial w = (Gy, ...,G,) : P* — P" faca
sentido é preciso que os polindémios sejam homogéneos e de mesmo grau.
ii) no caso afim, temos interesse em olhar para a dire¢do dada pelo campo em um ponto
que é definida pelo vetor que liga o ponto a sua imagem. Quando um ponto é igual a
sua imagem dizemos que ele é uma singularidade do campo. No caso projetivo nao faz
sentido tal vetor, entao olharemos para a reta em P" que passa pelo ponto e sua imagem.
Observe que para qualquer ponto p € P" e qualquer elemento Y . , Pt;0; € ER(m — 1)
temos que (Pto(p) : ... : Pt,(p)) = p ou nao esta definido e assim nao faz sentido tal reta,
por isso é feito o quociente por ER(m — 1).

Na tentativa de uma analogia com o caso afim, podemos tentar ver um campo vetorial
X, digamos induzido por w = _ G;0; com mdc(Go, ..., Gy,) € C (pedimos isso para que

Z(Gy, ..., Gy) nao contenha uma hipersuperficie), como um mapa racional
X, :P*"-——P"

b=ty st ty) = Xo(t) = (Goltosstn) oot Go(tos oo tn))

Chamaremos a reta em P" passando por t e X, (t) de direcao dada por X, em t e a
representaremos por 7yx, ;). O mapa acima e a dire¢ao estao bem definidos exatamente
fora da variedade Sx, := Z(Ix,) C P", onde Ix, é o ideal gerado pelos menores 2 x 2 da

matriz
to ... tn

Gy ... G,

Observagao 3. A variedade projetiva Sx, nao depende do representante w.

Demonstragdo. Se X também for induzido por @ := > | H;0;, entdo existe F' € R(m—1)
tal que
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assim

e portanto Z(Ix,) = Z(Ix,). O

Denotaremos por Sx o conjunto Z(Ix,) e o chamaremos de conjunto das singulari-

dades de X.

Observagao 4. Set = (t,: ... : t,) ¢ Sx, entdo a direcio dada por X, em t nao depende

do representante w.

Demonstra¢ao. Vamos seguir a notagio da observac¢ao acima. Seja A := X, (), entao

rea = {(pto + qGo(t) : -+ : pt, + qG,(1)); (p : q) € P'}

(%) implica que H,(t) = —F(t)t; + G;(t),Vi. Tomando (p : ¢) = (—F(t) : 1) temos que
B := X;(t) € ria. Comot ¢ Sy, pela observagio acima existe r,5, em particlular, B # ¢.

Logo rip = ra. O

Para t ¢ Sx denotaremos por ryxw) a reta rix ) e a chamaremos de diregao dada

por X em t.

Exemplo 5. Seja X um campo vetorial homogéneo de grau m sobre P*, digamos induzido
por w =Y G;0;. Se os polinomios G;’s forem gerais, entdo Sx € finito e tem 1+ m +

m2... +m" elementos.

Definicao 11. Seja V' C P™ uma variedade projetiva. Dizemos que um campo vetorial X
em P™ € tangente a V ou que X deiza V invariante se para cada ponto v € V'\ Sx temos

que a diregao dada por X em v pertence a T,V .

Exemplo 6. O campo 0 de grau m € N sobre P" deiza qualquer variedade V. C P”

mvariante.

Proposicao 13. Seja V' C P" uma variedade tal que [(V) = I = (Fy,..., Fy), onde
os F;’s sao polindmios homogéneos. Entao um campo vetorial X sobre P" induzido por

w =Y G;0; deiza V invariante se, e somente se, > G;0;F € I para todo F € I.

Demonstracao. Seja Sx o lugar dos pontos singulares de X. Vimos na pag. 12 que para

v E V, TUV =7 (Zz 8Z'F1(’U)ti, cey Zz &Fs(v)tz)
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(<) Se V. C Sx acabou. Se nao, tome v € V' \ Sx, como T,V é uma interse¢ao de
hiperplanos basta mostrar que X, (v) = (Go(v), ..., Gn(v)) esta em todos eles. Por hipotese
temos em particular que ) . G;0;F; € I para 1 < j < s e portanto ), G;(v)0;Fj(v) =0
para 1l < j < s.

(=) B suficiente mostrar que Y. G;0;F; € I para 1 < j < s e isso ocorre se
>, GiOF; = 0em V paral < j < s. Seexiste v € V\ Sy, entdo por defini¢ao
Xo(v) € T,V. Logo >, G;(v)0;Fj(v) = 0. Se v € VN Sx entao X, (v) =0 ou X, (v) =v,
de qualquer modo temos ), G;(v)0;Fj(v) =0 para 1 < j < s. ]

Poincaré considerou a seguinte questdao: Seja X um campo vetorial em P%. Serd
possivel limitar o grau das curvas planas deizadas invariantes por X através do grau do
campo?

A resposta é nao.

Exemplo 7. Para cada natural d>2, sejam R = Clt,, t1,ts], Cq a curva em P? de grau
d tal que I(Cy) = (F = tot{™ —t9) e X4 0 campo em P? de grau 1 induzido por S G;0;,
onde: Go = (d — 1)ty, Gy = —t1 e Gy = 0. Entio Xy deiza Cy invariante para cada d.

Demonstracao. Pela proposicao 3.2 temos que checar que > G;0;F € (F). Temos que
D GioF = (d—Dtot{™ — t1(d — Diot{ > =0
Observe que para v = (v, : ... : v,) € Cy temos que
T,Cq = Z(v{ o + (d — 1)vgv{ 2t — dv§'ty)
Em particular, se d = 2, T,Cy = Z(v1to + vol1 — 20st5) € entdao Cy é suave, mas para d > 3
temos que (1:0:0) ¢ uma singularidade de Cj. O

O exemplo acima mostra que suavidade é importante.

Consideremos a questao que generaliza a considerada por Poincaré: Seja X um campo
vetorial em P™. Serd possivel limitar o grau das curvas em P" deizadas invariantes por
X através do grau do campo?

Como era de se esperar a resposta é nao. Basta “copiarmos” o exemplo acima.

Exemplo 8. Para cada natural d > 2, sejam R = Clt,, ..., t,], Cq a curva em P"™ de grau
d tal que 1(Cy) = (I = totd™t —td Fy = t3,...F, = t,,) e Xq 0 campo em P* de grau 1
induzido por Y G;0;, onde: Gy = (d — 1)tg, Gy = —t1 e G; = 0 para i > 2. FEntio Xy

deiza Cy invariante para cada d.
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Demonstra¢ao. Analogo ao tdltimo exemplo. Também observe que para v = (v, : ... :
v,) € Cy temos que T,Cq = Z(v{ o + (d — 1vgv{ 2t — dvs g, t3,....t,). Se d = 2,
entdo Cy é suave, mas para d > 3 temos que p = (1: 0 : ... : 0) é uma singularidade de Cy
pois para esse ponto temos que 1,Cy = Z(t3,...,t,) que é isomorfo a P? e portanto tem

dimensao 2. N

Agora deveriamos nos perguntar se suavidade é suficiente. Atacaremos a seguinte
questao: Seja X um campo vetorial em P"™. Serd possivel limitar o grau das curvas suaves
em P" deizadas invariantes por X através do grau do campo?

Mais uma vez a resposta é nao.

Exemplo 9. Para cada natural d > 1, vamos definir o mapa:

@q: Pt — P3
s =1(85:81) — pa(s) = (sg : 38_131 : sos‘f_l : s‘f)

Seja Cy a curva imagem. Temos que Cy € isomorfa a P! e portanto € suave. Além disso
ela tem grau d e olhando para os pontos de P3 em coordenadas (t, : ... : t3) temos que
I =1(V) = (Fy = tity — tots, Fy = t97F — tot82 Fy = ¢35 — t1432). O campo vetorial
Xq de grau 1 em P? induzido por w = dtgdy + (d — 2)t101 — (d — 2)t20y — dt305 deiza Cy

invariante para cada d.

Demonstracao. Temos que:
W(Fl) = —dt0t5 —+ (d — 2)t1t2 — (d — 2)t2t1 + dtgto =0

W(Fy) = —d(d — 2)tat&™? + (d — 2)(d — 1)t + (d — 2)tatd? =
=(d—2)(d—-1)t" —t,td) eI
w(F3) = —(d —2)t1t4% — (d — 2)(d — )t + d(d — 2)t,td72 =
= —(d-1)d-2)tst —t,ti 2 el
O

Este exemplo mostra que apenas suavidade nao é suficiente, a codimensao também
é¢ importante. No caso acima temos codimensao dois e podemos dar exemplos com co-

dimensao [ para todo [ > 2. Basta “copiarmos”* o exemplo acima. Assim a questao que
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mais generaliza a levantada por Poincaré: Seja X um campo vetorial em P". Serd pos-
stwel limitar o grau das variedades em P" deizadas invariantes por X através do grau do

campo? também tem resposta negativa em geral.

Exemplo 10. Para cada natural d > 1, vamos definir o mapa:

g : ]Pgl N ]P)I—H
5= (80:51) > @a(s) = (53 : 58 s 150897 8% 0:...:0)

Seja Cy a curva imagem. Temos que Cy € isomorfa a P! e portanto € suave. Além disso ela
tem grau d e olhando para os pontos de P em coordenadas (t, : ... : t1y1) temos que I =
I(V) = (Fy = tity —tots, Fy = 1971 — ot 2 Fy =t — 11472 Fy = ty, ..., Fiy1 = t141). O
campo vetorial Xy de grau 1 em P induzido por w = dtoOy+(d—2)t,10; —(d—2)ty0y—dt305

deiza Cy invariante para cada d.

Demonstracao. Analogo ao exemplo anterior. O

5 Os dois teoremas demonstrados por Esteves

Segundo a Prop. 13, dada uma hipersuperficie V' em P" tal que I(V) = (F) com
F € R(d) podemos facilmente construir um campo vetorial que a deixe invariante, por

exemplo o induzido por

Y. Py(F0 - 0,F0;) (2)

0<i<j<n
onde P, ; € R(k) para todo par (7, ), pois
0<isn
No sentido contrario E. Esteves provou em [Est00], pAg. 6, o seguinte teorema que,
como ele mesmo garante, se baseia nas idéias de O. Zariski que foram publicadas por J.
Lipman em |Lip65|, Parte ¢ do Exemplo 7, pag. 892. O interessante é que esse teorema dé

uma caracterizacao dos campos em P" que deixam uma hipersuperficie suave invariante.

Teorema 1. Seja V' C P™ uma hipersuperficie e F' € R(d) tal que I(V) = (F). SeV ¢
suave, entao cada campo vetorial X em P" que deiza V invariante € induzido por uma

expressao como em (2) com todos os P;; € R(k) para algum k € N.
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Demonstragao. Digamos que X é induzido por ) G,0; onde os G; € R(m). Pela Prop.
13 existe P € R tal que

> GioF = PF (3)
Como F' € R(d) e G; € R(m) para cada i, entdo 0;F € R(d—1) paracadaie P € R(m—1).

Vamos separar a prova em dois casos.

Se V for um hiperplano, por uma mudanca de coordenadas podemos supor que F' = t,
entdo por (3) temos que Gy = Pty. Definindo P,; = Pt; — G parai =0,1 < j<ne
P; ; = 0 caso contrario, temos que

> P(0;F0; — 0iF0;) =Y  —Po;0; =Y  —Py;0;
i<j 0<j 0<j
onde Fyo = 0. Assim
> Gioj =Y —R0j =Y (Gj+Pyy)d; =Y Ptjo; € ER(m —1)
0<J 0<J 0<J 0y
Logo X é induzido por uma expressao do tipo desejado.

Suponhamos agora que d > 2. Abrindo a expressao em (2) temos:

> Py(0F0; — 0iF0;) = (PordiF + Poa0hF + ... + Py 0, F) 00+

0<i<y<n

+(—=Py 100 F+ Py 202 F +...4 Py 1,0, F )01+ (— Py 200 F'— Py 201 F 4 P2 305 F ...+ Py 1,0, F) 02 +-....
e + (=PonOF + PO F + ...+ P10, 1 F) O,

Observe que as coordenadas desse campo sao combinagoes das derivadas parciais de

F parecidas com as que aparecem em (1) na pag. 9. Um caminho para chegar a expressao

que queremos ¢ usar a Prop. 8 na pag 9, mas primeiro vamos modificar o representante

do campo.

Pela férmula de Euler

isolando F' em (4) e substituindo em (3) obtemos

S (G- %)&-F —0

Definindo G; = G; — 42 (obs.: G; € R(m)) temos

d

19




alem disso G,;0; claramente induz o campo X Entfio para terminarmos basta mostrar-
mos que {0y F, ..., 0, F} forma uma sequéncia R-regular e aplicarmos a Prop. 8. Essa é a
parte mais dificil desse teorema.
Seja I := (OoF,...,0,F). Como V & suave pelas Prop. 11 e 9 temos que Z(v1) =
Z(I)=0. Como d > 2, temos que IR # R, além disso deg(0;F) =d—1 > 1 para cada i.
Vamos mostrar a seguinte proposi¢ao que vai garantir que {0y F, ..., 9, F'} forma uma

sequéncia R-regular.

Proposicao 14. Sejam Fy, ..., F, elementos de Clto,...,t,] homogéneos e de grau posi-
tivo tal que P 2 Z(Fy, ..., F,) = 0, entao {Fy, ..., F,} forma uma sequéncia Clt, ..., t,]-

reqular.

Demonstracao. Vamos demonstrar as seguintes afirmativas:

i) Para 0 < i < n, cada componente irredutivel de Z(Fq, ..., F;) tem dimensao n —i — 1.
ii)d(R,) =n+1e {Fy,..,F,} Cn Onden=(t,...t,) C R := Clty,...,t,] e R, é a
localizacao de R com relacao ao sistema multiplicativo R \ .

iii){ Fo, ..., F},} forma uma sequéncia R,-regular.

iv) {Fy, ..., F,} forma uma sequéncia R-regular.

Demonstragao. i)Vale pois Z(Fy, ..., F,) = () em P e pela Prop. 10 na pag. 11. [

Demonstragao. ii)(R,,nR,) ¢ um anel local. Mostremos que {t,...,t,} formam uma
sequéncia R,-regular. Como R, ¢ um dominio, entdo ¢, ¢ DZ(R,). Para 0 < i < n,
suponhamos que

G Gy Gi

ti— =to— + ...+t
Hi OH() lHi—l

onde % € R, para cada j. Assim

t:GiHy.. Hy_y = toGoHoHy...H; + ... +t; G Hy...H, o H, 1 H,

Como {tg,...,t,} formam uma sequéncia R-regular, entdo G;Hy...H;_ 1 = toPy + ... +
ti—IPi—L Definido A =: H()...Hi_l ¢ n temos que

Gi_t Go+ 4y Gi1

H,  "AH, " "VAH,

Portanto {to, ..., t,} formam uma sequéncia R,-regular e é claro que ela é maximal.
Além disso {Fp, ..., F,} C n pois esses polindmios sdo homogéneos e de grau positivo.

]
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Demonstragao. iii)Para 0 < i < nseja M; =: R, /(Fy, ..., F;_1)R,. Primeiro I, ¢ DZ(R,))
pois este € um dominio. Suponhamos que para0 < i < k—1 <n, F; ¢ DZ(M;) e que F}, €
DZ(My). Pela Prop. 3 na pag. 5 temos F, € b, € Ass(My). Por definicio {Fy, ..., Fy} C
py. Pela Prop. 1 na pag. 3, b, = biR, onde b, € Spec(R), R,/b,R, = (R/by)7 e
além disso dim ((R/by,)7) < dim(R/by). Temos que {Fy, ..., Fi} C by, assim se tomarmos
b C R um divisor primo minimal do ideal (Fy, ..., F}) temos que dim(R/b;) < dim(R/b).
Como os divisores primos minimais de (Fy, ..., F}) estdo em correspondéncia biunivoca com
as componentes irredutiveis de Z(Fp, ..., F},) temos pelo item (i) que dim(R/b) = n—k—1.
Isto é, dim(Rn/lgk) <n—k-—1

Como estamos supondo que {Fp, ..., F_;} forma uma sequéncia R,-regular temos
pela Obs. 2 na pag. 7 que d(My) = d(R,/(Fy, ..., Fr-1)Ry)) = d(R,) —k=n —k.

Temos que n—k = d(My) > dz’m(Rn/lgk) com by, € Ass(M;). Isso é um absurdo pela
Prop. 7 na pag. 8. O

Demonstracao. iv)Agora vamos utilizar o fato dos polindmios serem homogéneos. Como R
é um dominio sabemos que Fy ¢ DZ(R). Suponhamos que {Fp, ..., Fj,_1} é uma sequéncia

R-regular onde 0 < £ — 1 < n. Se temos que
kak == F()PO + ...+ kalpkfl

com todos os P} € R, entao por (iii) temos que

onde % € R, para cada j. Assim
PkHO---Hifl = F()GO + ...+ EflGifl

Para cada j, H; = ¢; + (termos de grau maior) como 0 # ¢; € C. Assim P,Hy...H;_; =
cP; + (termos de grau maior), 0 # ¢ € C. Como o ideal (Fp,...,F;_1) é homogéneo
segue se um polindmio A esta nesse ideal, entao cada parte homogénea de A esta. Logo

Py € (Fy, ..., F;_1) como desejado. O

]

Agora segue facilmente o segundo teorema feito por Esteves.
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Teorema 2. Seja X um campo vetorial nao nulo sobre P* de grau m. Seja V C P"™ uma
hipersuperficie e F' € R(d) tal que [(V) = (F). Se V € suave e invariante por X, entdo
d<m-+1.

Demonstracao. Pelo teorema anterior, o campo X ¢é induzido por uma expressao como
em (2) na pag. 18 onde os P, ; € R(k) para todo par (7,7). Como X # 0, temos P, ; # 0
para algum par (4,j). Como deg(X) = m e deg(F) = d, entdo deg(P;;) +d —1 = m.
Como deg(P; ;)>0, segue que d < m + 1. ]
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