Instituto de Matemática Pura e Aplicada

Prova de Geometria Computacional ​– 28/05/2002

Duração: 2 horas

Permitida a consulta a uma folha de anotações. O resultado de qualquer item, mesmo não resolvido, pode ser utilizado nos demais. Todos os itens têm o mesmo valor.

1.  Seja C = {p1, p2, ..., pn} um conjunto de pontos do plano. A profundidade convexa de um ponto pi de C é o número de camadas convexas que devem ser removidas de C até que pi seja um ponto extremo. Em outras palavras, os pontos de profundidade convexa 0 são os pontos extremos de C e formam a camada convexa C0; os pontos de profundidade convexa 1 são os pontos extremos do conjunto C – C0 e formam a camada convexa C1; os pontos de profundidade convexa 2 são os pontos extremos do conjunto C – C1 – C0 e formam a camada convexa C2; e assim por diante. Considere o problema de calcular a profundidade convexa de todos os pontos de C.

(a) Mostre que o problema de ordenação pode ser reduzido a este problema em tempo linear. Conclua que o problema tem complexidade ( (n log n). Justifique.

(b) Adapte o algoritmo de Jarvis para calcular a profundidade convexa dos pontos de C.
(c) Mostre que esse algoritmo leva tempo O(n2) no pior caso.

(d) Pode-se concluir de (a) e (c) que esse algoritmo não é ótimo? Justifique.

2.  Seja C = {p1, p2, ..., pn} um conjunto de pontos do plano. Dois pontos pi e pj de C são chamados vizinhos relativos quando, dado qualquer outro ponto pm de C, pelos menos uma das distâncias d(pi, pm) e d(pj, pm) é maior ou igual à distância d(pi, pj). Os pares de vizinhos relativos determinam um grafo chamado Grafo de Vizinhança Relativa de C e denotado RNG(C).

(a) O uso direto da definição acima fornece um algoritmo de força bruta para encontrar RNG(C). Qual a complexidade deste algoritmo? Justifique.

(b) Dois pontos são vizinhos relativos se e somente se uma certa região do plano não contém pontos de C no seu interior. Que região é essa? Faça um desenho.

(c) Conclua de (b) e da caracterização das arestas de Delaunay por círculos vazios que se pi e pj são vizinhos relativos, então pipj é uma aresta de Delaunay de C. Em outras palavras, RNG(C) está contido no diagrama de Delaunay de C.

(d) Conclua de (c) um limite superior para o número de arestas em RNG(C).

(e) Sabendo que existem algoritmos para calcular o diagrama de Delaunay em tempo O(n log n), podemos usar (c) e (d) para reduzir a complexidade do algoritmo de (a). Qual a complexidade deste novo algoritmo?

(f) Obtenha um limite inferior não trivial para o problema de calcular RNG(C). Pode-se concluir alguma coisa sobre a otimalidade do algoritmo de (e)? Justifique.

